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一种抗畸变的增强型八节点等参元*
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摘 要：为了提高平面问题的求解精度，基于勒让德正交函数族引入泡状函数来增强映射关系的思想，构造

Q8_Legendre 单元。针对单元的位移场中含有泡状函数导致单元刚度矩阵规模变大的问题，在得到单元刚度矩阵

后附加自由度凝聚，以减小整体刚度矩阵规模、节省计算机内存空间。算例表明，随着泡状函数项数的不断增

加，Q8_Legendre 单元能够通过分片试验，使得单元的位移精度得到改善，而应力精度保持相当。当出现畸变网

格时，Q8_Legendre 单元表现出抗畸变的性能，且不会出现闭锁现象。
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An enhanced 8-node isoparametric element with anti-distortion
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Abstract： In order to improve the solution precision of the plane problem， the Q8_Legendre element 

is constructed based on the idea of introducing Bubble function to enhance the mapping relationship 

based on Legendre orthogonal function. Because the displacement field of the element contains Bubble 

function， the size of the element stiffness matrix becomes larger. In order to reduce the size of the over‐

all stiffness matrix and save the computer memory space， the additional degrees of freedom are con‐

densed after the stiffness matrix of the element is obtained. Some numerical examples show that the 

Legendre element can pass the patch test， and the displacement accuracy of the element is improved 

with the increasing of Bubble function number， while the stress accuracy remains almost the same. 

When the distortion mesh is encountered， the Q8_Legendre element exhibits the performance of anti-

distortion ability， and locking phenomenon does not appear.

Key words： plane problem； Bubble function； displacement correction model； Gauss quadrature； anti-

distortion

有 限 单 元 法（龙 志 飞 等 ，2001；Zienkiewicz et 

al， 2005）是 20 世纪模拟工程问题时提出的强有力

的工具。这种方法扩大了可求解问题的范围，但

是也引入了一些新的问题，如网格质量和求解精

度等。学者们积极开展高性能单元的研究工作，

并 发 展 了 非 协 调 元（Long et al.， 2009）、 谱 元 法

（Pozrikidis， 2014；Han et al.， 2020）、光滑有限元

法（Liu et al.， 2007）等理论。龙驭球等（2001）对有

限元的发展问题做了总结；岑松等（2017）概述了

形状自由高性能有限元法研究进展。近年来，在
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有限元插值方法、位移场和新形状的单元方面有

众多的成果，如 Tatyana et al.（2022） 提出一种类似

于在标准有限元法中插入边界条件的思想研究泊

松方程问题；Hau et al.（2021）提出连续插值多面体

有限元法并应用于三维固体力学问题的分析中；

Essongue et al.（2021）研究了增广有限元法的精度

和收敛性；Ding et al.（2021）用超收敛恢复方法改

进多边形线性有限元理论，建立多边形单元用于

泊松方程的研究；Su et al.（2018）提出具有一般边

界条件的功能梯度阶梯梁位移的有效公式，其在

处理单元位移场时利用泡状函数进行修正；另外

Przemieniecki（2009）在处理平面问题时提到用泡状

函数修正单元的位移场。

以平面问题为例，采用 8 结点位移元结果可达

到二次精度，但其抗畸变能力不强，所以本论文

主要对常规的 8 节点位移元提出改进方法。由文献

知，在矩形网格下 8 节点单元位移场从自然坐标系

映射到物理坐标系下的多项式最高阶次是三次，

其中所含完全多项式阶次是二次（Lee et al.， 1993）。

但当划分网格出现角度畸变时，其可以映射到物

理坐标系下的最高多项式次数和完全多项式次数

均是一次；当发生二次曲边畸变时，同样是一次

多项式。实际问题中，在物理坐标系下平面问题

的理论解往往不止是一阶多项式，因此畸变网格

情况下平面问题的求解精度会降低。为了增加单

元从自然坐标系映射到物理坐标下的位移场多项

式最高次数和完全多项式阶次，本文对传统有限

元理论中的 8 节点位移元的位移场提出改进方法，

在单元的自然坐标系下增加泡状函数，以提高单

元的性能。

正 交 函 数 族（Houmat， 1997， 2000；He et al.， 

2021）可以通过线性组合逼近任意连续函数，所以

在工程计算中有着较广泛的应用；结合有限元理

论发现以正交函数族为基础构造泡状函数是可行

的。因此，本文选 Legendre 函数族构造泡状函数，

以提升单元模拟精度。

本文的 Q8_Legendre 单元（以下简记 Q8_L）研

究思路为：基于有限元理论增加泡状函数建立 8 节

点等参元的增强型位移场，按照传统有限元求解

过程形成刚度矩阵和等效力矩阵；为了节省计算

机内存空间，附加泡状函数系数采用凝聚法消去；

并通过测试分片试验，以确认单元是否收敛；最

后，通过算例测试所提出新单元的精度和抗畸变

性能。

1 力学模型

1. 1　单元的位移场

如图 1 所示的悬臂梁端部受集中力作用时，在

物理坐标系下的解含有三次多项式；畸变网格出

现时，如果采用 8 节点等参元，则物理坐标系中的

可表达多项式阶次是一次，从而造成单元模拟精

度下降（Lee et al.， 1993）。通过增加一些泡状函数

项使单元在自然坐标下完全多项式项数和阶次增

加；当再映射到物理坐标系时，就会使单元的映

射关系有所改善。

对于平面问题，等参元 Q8_Legendre 在自然坐

标系上父单元到物理坐标系下子单元的映射关系，

如图 2 所示。

图 2 中 ， 自 然 坐 标 为 ξ和η 的 定 义 区 间 均 为

[-1，1]。Q8_L 单元的坐标映射关系为

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

x = ∑
i = 1

8
Ni xi ，

y = ∑
i = 1

8
Ni yi .

（1）

        泡状函数基于 Legendre 正交函数族构造。以

水平位移u为例，Q8_L 单元的位移场为

u = ∑
i = 1

8
Ni ( ξ，η )ui + ∑

k = 1

n ∑
j = 1

m

cjkΦ j ( ξ )Φk (η )，（2）

其中Ni（i=1，…，8）为常规 8 结点等参元的 8 个形状

图 2　父单元与子单元的映射

Fig. 2　Mapping from the parent element to the sub-element

图 1　受集中力的悬臂梁

Fig. 1　Cantilever beam subjected to concentrated force
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函数，m 和 n 表示在自然坐标系每个维度的附加泡

状函数的项数。自然坐标系中 Legendre 函数 Φ j (η )
和 Φk ( ξ ) 的统一表达式（Houmat， 1997）为

Φ l ( x ) = ∑
p = 0

1 + [ l/2 ] (-1) p (2l - 5p - 1)！
2p p！( l - 2p + 1) xl - 2p + 1， （3）

其中 l = 1，2，3，…，[ l/2 ]表示取 l/2 的整数部分，

0！ = (-1)！ = 1. 泡状函数 Φ j (η ) 和 Φk ( ξ ) 在单元域

的边界值为 0，单元域内值不为 0.

1. 2　静态凝聚及求解

本节讨论 Q8_L 单元的应变场和静态凝聚过

程。所提单元的位移场可以统一写为

U = é
ë
êêêê ù

û
úúúúu
v

= [NFEM Nc ][ q Cc ]
T
， （4）

其中 NFEM 是普通有限元的形状函数矩阵，由 N1，

N2，…，N8 组成，Nc 是式（1）中附加泡状函数组成

的矩阵，Cc是对应的系数向量。

基于式（4），Q8_L 单元对应的应变列式（曾

攀，2009）为

é
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ê ù
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úεx
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εxy

= Q é
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û
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ù
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q

Cc
， （5）

其中

Q = 1
|| J
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 ，

这里 J 是雅可比矩阵，Jij ( i，j = 1，2) 是 J 的相关元

素。故单元的应变关系为

ε = [BFEM Bc ][ q Cc ]
T = B [ q Cc ]

T
， （6）

其中BFEM，Bc 分别是传统有限元理论中的应变矩阵

和附加泡状函数对应的应变矩阵。

通过虚功原理得到的刚度矩阵为

K e = ∬ tBTDB || J dξdη，
= ∬ t éëêêêê ù

û
úúúúBTFEMDBFEM BTFEMDBc

BTcDBFEM BTcDBc
|| J dξdη

= é
ë
êêêê ù

û
úúúúK11 K12

K21 K22
，

（7）

其中K11，K12，K21，K22 分别为

K11 = ∬ tBTFEMDBFEM| J |dξdη ，

K12 = ∬ tBTFEMDBc| J |dξdη ，

K21 = ∬ tBTcDBFEM| J |dξdη ，

K22 = ∬ tBTcDBc| J |dξdη .

等效力向量的计算公式为

F e = ∬N Té

ë
ê
êê
ê ù

û
ú
úú
úfx
fy

| J |dξdη + ∫
Sσ

N Té
ë
êêêê ù

û
úúúúTx

Ty
dSσ = é

ë
êêêê ù

û
úúúúFFEM

Fc
，（8）

其中 fx，fy 是体积分布力，Tx 和 Ty 是作用在单元边

界的面力。每个单元的刚度矩阵方程为

é
ë
êêêê ù

û
úúúúK11 K12

K21 K22
é
ë
êêêê

ù
û
úúúú

q

Cc
= é

ë
êêêê ù

û
úúúúFFEM

Fc
+ é

ë
êêêê ù

û
úúúúF1

0
 . （9）

处理过程中，该单元的节点集中力和该单元

的分布力分开处理，所以公式（9）的右边由两个向

量组成，其中 F1 是作用在单元结点上的集中力，

FFEM 是传统有限元的等效力，Fc 是与泡状函数项相

对应的分布力等效力。

因附加泡状项的加入，使得该单元的刚度矩

阵不再是 16 阶方阵。为缩小整体线性方程组的规

模，本文将附加系数用静态凝聚法凝聚。该单元

节点位移列阵求解为

(K11 - K12K -122 K21 )q = F FEM + F1 - K12K -122 Fc .   （10）

同时，新增的系数求解为

Cc = K -122 (Fc - K21q ) . （11）

经过以上的凝聚过程后，可继续求解出节点

位移和应力等。为了满足积分精度要求，求刚度

矩阵时，子矩阵 K11使用 5×5 点的 Gauss 积分点，而

子矩阵 K12，K21，K22使用 20×20 的 Gauss 积分点。

2 算例分析

2. 1　收敛性测试

分片试验是检验一个单元是否收敛和健壮的

数值方法。为检验本文提出的 Q8_L 单元是否能收

敛于精确解，在测试分片试验时，给定位移为

ì
í
î

u = 5 × 10-4 ( x + y )，
v = 5 × 10-4 ( x + y ). （12）

模型材料参数为 E = 106，μ = 0.25，厚度 t =
0.001 . 用图 3（a）和图 3（b）两种不同的网格划分模

式测试，相应的常应力解为

ì
í
î

σx = σy = 666.666 6，

τxy = 400 . （13）

以平面应力问题为例，检测后发现所提单元

能通过分片试验。
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2. 2　抗畸变性能和精度研究

本节用两个模型测试所提单元的性能。第一

个模型注重 Q8_L 单元的收敛性能测试，结构及网

格划分如图 4 所示。图 4 为一简支梁模型，参数

E = 100， v = 0，厚度 t = 1，集中力 P = 1。分别

对三种网格应用 Q8_L 单元，结果表明：当单元数

量固定后，随着 m、n的增加，单元收敛于精确

解。其中，Q8_L 单元在图 4（c）的网格划分情况

下，当m、n分别取 1、2 和 6 时，计算精度相对于

Q8 单元提升了 46.67%、54.40% 和 56.00%。图 4(c)
的网格划分情况下，所得简支梁底边中点的竖向

位移 v (5，0)，如表 1 所示。

第二个模型是端部受集中力或集中力偶的悬

臂梁（如图 1 所示）。该模型注重测试模型的抗畸变

性能。模型参数 E = 1 × 107，v = 0.3，厚度 t = 1，

梁长 L取 100 和 20 两组值，梁高 c取 10，按照平面

应力问题考虑。结构受力分为两种情况：（1）P =
20c2

L ，y方向上有分布力 fy = 120y
L - 120y2

cL 考虑 ；

（2）M = 20c2，y方向上有分布力 fy = 240y
c - 120 考

虑。对于 L取 100 和 20 的情况，采用的网格不同，

具体如图 5 所示。

第二个模型主要研究当单元出现斜线和曲边时，

Q8_L 单元是否会有闭锁现象，以及计算精度随m、

n的变化情况。计算所得的位移结果如表2-3所示。

2. 3　Macneal问题

Macneal 问 题（Macneal，1989）是 著 名 的 有 限

元难题，如图 6 所示。参数 E = 107，t = 0.1，v =
0.3 时，A 点的竖向位移测试结果如表 4-5 所示。

图 4　简支梁不同种类的网格

Fig. 4　A simply supported beam with different kinds of grids

表 1　均匀弯矩 M 作用下的结果 1）

Table 1　Numerical results under uniform bending moment M 

Mesh

 c

Element

Q8

Q8_L

Results

0. 630

1. 334

（m=n=1）

1. 446

（m=n=2）

1. 470

（m=n=6）

1） m=n=1 表示 Q8_L 的附加项参数值取 1，其他类似。

图 3　四边形网格

Fig. 3　The quadrilateral mesh

图 5　悬臂梁的网格种类

Fig. 5　Grid kinds of cantilever beam
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结果表明：（1）图 6（c）网格情况下，使用 Q8 单

元且计算使用 3×3 的 Gauss 积分点时出现自锁现

象。对于本文提出的 Q8_L 单元，即使 m和 n很

小也不会出现自锁现象；（2）随着m和 n的增加，

计算精度越来越高且逐步收敛于精确解。与所引

用 的 PS(α ) 等 单 元（Wu et al.， 1995； Huang et al.， 

2004）相 比 ， Q8_L 单 元 计 算 结 果 的 精 度 基 本 相

当，甚至有些情况下超过了 PS(α ) 等单元。

Q8 单元用 2×2 的 Gauss 积分能得到较为理想结

果的原因是：缩减积分方法使得单元的刚度矩阵

中元素值减小，缓解了自锁现象，但这仅仅是从

积分方案上缓解。而本文提出的 Q8_L 单元能够

从根本上改善单元的自锁现象。本算例还考虑了

图 6　Macneal 梁

Fig. 6　Macneal beam

表 2　力 P 作用下的数值结果

Table 2　Numerical results under the load P

Displacement

v (100，0) × 103

v (20，0) × 104

Mesh

1

2

3

4

Element

Q8

Q8_L

Q121） /Q8

Q8_L

Q8

Q8_L

Q8

Q8_L

Results

6. 107

7. 633 

（m=n=1）

3. 444/1. 289

6. 335

（m=n=1）

3. 339

3. 502 

（m=n=1）

3. 344

3. 335

（m=n=1）

7. 682 

（m=n=2）

6. 430

（m=n=2）

3. 599 

（m=n=2）

3. 619

（m=n=2）

7. 711 

（m=n=3）

6. 474

（m=n=3）

3. 585 

（m=n=3）

3. 646

（m=n=3）

7. 723 

（m=n=4）

6. 499

（m=n=4）

3. 605 

（m=n=4）

3. 656

（m=n=4）

7. 732 

（m=n=6）

6. 518

（m=n=6）

3. 612

（m=n=6）

3. 658

（m=n=6）

  1） 参见 Lee et al.（1993）。

表 3　力偶 M 作用下的结果

Table 3　Numerical results under the coupling M

Displacement

v (100，0) × 103

v (20，0) × 104

Mesh

1

2

3

4

Element

Q8

Q8_L

Q121）/Q8

Q8_L

Q8

Q8_L

Q121）/Q8

Q8_L

Results

-11. 714

-11. 898

（m=n=1）

（-2. 33）/（-1. 896）

-11. 934

（m=n=1）

-4. 412

-4. 749

（m=n=1）

-4. 412

-4. 393

（m=n=1）

-11. 950 

（m=n=2）

-11. 974

（m=n=2）

-4. 782

（m=n=2）

-4. 652

（m=n=2）

-11. 976 

（m=n=3）

-11. 997

（m=n=3）

-4. 779

（m=n=3）

-4. 681

（m=n=3）

-11. 986 

（m=n=4）

-12. 009

（m=n=4）

-4. 785

（m=n=4）

-4. 691

（m=n=4）

-11. 993 

（m=n=6）

-12. 018

（m=n=6）

-4. 785

（m=n=5）

-4. 694

（m=n=6）

   1） 参见 Lee et al.（1993）。
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平面应变问题接近不可压缩的情况，篇幅原因只

给出 Q8_L 单元当 m = n = 6 时的结果，如表 6-7

所示。结果表明，畸变网格（图 6（b）和图 6（c））网

格情况下，Q8_L 受影响较小，同时计算精度上大

大优于 PS 单元（Pian et al.， 1984），且不存在闭锁

现象。

2. 4　Cook梁问题

Cook 梁 如 图 7 所 示 ， 材 料 参 数 E = 1，

μ = 1/3，厚度为 t = 1。通过计算 A 点的竖向位移，

进一步考察 Q8_L 单元的性能。

原结构分为 2×2、4×4 和 8×8 共三种网格，其

中斜梁的四条边分别均分为 2、4 和 8 段。表 8 再次

显示，随着网格细化和 m 与 n 值的增大，A 点位移

解精度变的较为理想。由表 8知，在网格划分为 2×2

情况下，Q8_L 单元（m=n=1）A 点竖向位移和对应

的 Q8 单元在网格划分为 4×4 的情况下精度相差

-1.752 9%；Q8_L 单元（m=n=6）在网格划分为 4×4

的情况下，A 点竖向位移结果和对应 Q8 单元在网

格划分为 8×8 的情况相比提升了 0.208 7%。图 8 展

示了 Q8_L（m=n=6）单元在两种不同网格下的竖向

位移云图。

表 4　力偶 M 作用下 Macneal 问题结果 1）

Table 4　The results of Macneal problem under the couple M

Mesh

a

b

c

Element

Q8（3×3）

0. 616 8

0. 564 3

0. 089 1

Q8（2×2）

0. 989 6

0. 998 1

0. 984 8

PS/P2-Q6-Ⅲ2）

1. 000

0. 163

0. 846

PS(α )3）

1. 000

0. 999

1. 000

Q8_L

m=n=1

0. 995 9

0. 996 8

0. 996 9

m=n=3

0. 998 6

0. 998 8

0. 998 8

m=n=5

0. 999 2

0. 999 3

0. 999 3

m=n=6

0. 999 3

0. 999 3

0. 999 3

  1） Q8（2×2）表示 Q8 单元中采用 2×2Gauss 积分；2） 参见 Huang et al.（2004）；3） 参见 Wu et al.（1995）。

表 5　集中力 P 作用下 Macneal 问题结果 1）

Table 5　The results of Macneal problem under concentrated force P

Mesh

a

b

c

Element

Q8 （3×3）

0. 550 722

0. 488 326

0. 0863 37

Q8（2×2）

0. 984 218

0. 997 077

0. 969 473

PS/P2-Q6-Ⅲ11）

0. 993

0. 221

0. 796

PS(α）2）

0. 993

0. 996

0. 989

Q8_L

m=n=1

0. 981 3

0. 981 1

0. 986 6

m=n=3

0. 985 8

0. 987 1

0. 990 4

m=n=5

0. 986 7

0. 988 2

0. 991 3

m=n=6

0. 986 9

0. 988 3

0. 991 4

  1） 参见 Huang et al.（2004）；2） 参见 Wu et al.（1995）。

表 6　力偶 M 作用下 Macneal 问题结果

Table 6　The results of Macneal problem under the action of couple M

Case

μ=0. 49

μ=0. 499

Mesh

a

b

c

a

b

c

Element

Q8（3×3）

0. 003 455

0. 003 598

0. 001 896

0. 003 331

0. 003 047

0. 000 481

PS1）

0. 004 10

0. 000 69

0. 000 348

0. 004 05

0. 000 68

0. 003 44

Q8_L（m=n=6）

0. 004 009

0. 004 024

0. 004 024

0. 003 787

0. 003 830

0. 003 831

  1） 参见 Pian et al.（1987）。
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2. 5　应力集中问题

考 虑 平 面 应 力 集 中 问 题（Zienkiewicz et al.， 

1992），参数 E=1 000，μ = 0.3。取该无限空间的

部 分 区 域 计 算 对 应 点 P （ 直 角 坐 标 x = y =
1.060 660 20 或极坐标 r = 1.5，θ = 45°）的应力情况，

如图 9 所示。

本 例 圆 孔 半 径 a 取 1， 点 P 应 力 的 理 论 解 为

σx = 1.148 1，σy = -0.148 1， τxy = -0.222（Zienkie‐

wicz et al.， 1992）。用两种不同的网格来测试这类

单元所得应力解的精度，图 10 给出了对应的网格

划分情况。求解过程中，AB 和 CD 边上的分布力

根据极坐标和直角坐标之间转换关系，求出直角

坐标系下的应力，再施加到相应的边上。关于应

力后处理，这里应用每一个点周边单元的应力平

均值。

从表 9 所示结果可知，Q8_L 单元的应力与 Q8

单元对应的结果，精度总体上相当；畸变网格下

有的应力精度甚至有所提高。

表 7　集中力P作用下的结果

Table 7　The results of the incompressibility under concentrated force P

Case

μ = 0.49

μ=0. 499

Mesh

a

b

c

a

b

c

Element

Q8 （3×3）

0. 062 66

0. 065 58

0. 035 83

0. 059 53

0. 052 79

0. 009 33

PS1）

0. 08159

0. 018 65

0. 065 76

0. 080 53

0. 018 44

0. 064 93

Q8_L（m=n=6）

0. 078 85

0. 078 71

0. 078 82

0. 072 85

0. 073 31

0. 073 30

1） 参见文献（Pian et al. ， 1987）。

表 8　受集中力时 Cook 梁的位移解

Table 8　The displacement solution of Cook beam under

 a concentrated force

Element

Q8

AQ8-Ⅰ/Ⅱ 1）

Q8_L（m=n=1）

Q8_L（m=n=6）

vA

2×2

23. 17

22. 98

23. 29

23. 70

4×4

23. 71

23. 74

23. 84

23. 93

8×8

23. 88

23. 89

23. 93

23. 95

1） 参见文献（Soh et al. ， 2000）。

图 7　Cook 斜梁

Fig. 7　Cook skew beam

图 8　竖向位移云图

Fig. 8　Cloud image of vertical displacement 
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3 结 论

本文所构造的 Q8_Legendre 单元在减少网格规

模及抗畸变网格方面有很好的理论和实践价值。

主要结论如下：

（1） 从网格畸变会导致精度下降入手，通过

增加以 Legendre 正交函数族为基础的泡状项函数

来修正 8 节点等参元位移场，能够改进其性能。

（2） 与 Q8 单元对比发现：常规网格下所提方

法能够提高精度；随着m、n值增大提升越多，并

逐步收敛于精确解；在畸变网格情况下 Q8_L 单元

受畸变的影响小。

（3） 相对于 Q8 单元，所得位移解的精度有一

定的提升，约为 10%~50%。和其他优秀单元 （如

PS） 对比，位移解精度相当，甚至部分计算结果

进一步提升。

（4） 由于多了消除附加项的静力凝聚过程，

Q8_L 单元的时间成本比 Q8 单元大。但为达到同样

精度，本文方法在离散结构时可缩小网格的规模，

从而减小计算量。
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